Prof. Dr. C. W. Cryer SS 2006

Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 1, Abgabe: 13.4.2006 , 13.00 Uhr

Aufgabe 1: (6 Punkte)

RQ’(t)-I—@ = E, sin(pt)
Q) =0

(1)
(2)

wo R, C, p und E, positive Konstanten sind, modelliert die Aufladung eines Kondensa-
tors mit Hilfe eines Wechselstroms. Q(t¢) bezeichnet die Ladung des Kondensators zum

Zeitpunkt £.
Bestimmen Sie Q(t). (Zur Kontrolle: Q(¢) hat die Form

Q(t) = a sin(pt) + bcos(pt) + ¢ e Fo

mit Konstanten a, b und c.)

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Q(t) € C*(to, 00) erfiille die Differenzialgleichung (1) und die Anfangsbedingung

Q(to) = Qo

wo Qo eine Konstante ist. Es sei Ey # 0.
Zeigen Sie, daf es eine periodische Funktion ¢(¢) gibt, so dafl

Q(t) — ¢(t) filr t — oo

Aufgabe 3: (3+3 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung

Yy

=5z%y®, >0
2z

y'(z) -

indem Sie
1. Eine lineare inhomogene Differenzialgleichung fiir
v(z) = (y(z))*

herleiten.

2. Diese Differenzialgleichung fiir v 16sen.

(3)



Aufgabe 4: (4 Punkte)

y(t) € C'(a,b) sei eine Losung der Differenzialgleichung

y'(t) = f(t,y(1)),

wobei

2. f € C(D) ist beschrankt:

Zeigen Sie, dafl der Limes

existiert.

D := (a,

|f(t,u)| < M, fiir (¢t,u) € D

limy(t)

t—b

(N.B. Bedenken Sie, dafl z.B. die Funktion

die Voraussetzungen erfiillt).

f(t,y) = sin(

(t,y) e D

b) X R

)

(10)

(11)

(12)
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Aufgabe 5: (4 Punkte)
Es sei das Anfangswertproblem

y(z) = 2°+y(z), 220
y(0) =1
gegeben. Verifizieren Sie, dass es von y(z) = 3e® — z2 — 2z — 2, £ > 0 gel6st wird und

bestimmen Sie mit Hilfe des Fulerschen Polygonzugverfahrens (Verfahren von Euler)
mit der Schrittweite 0.2 einen Nahrungswert fiir y(1). Wie grof ist der prozentuale Fehler?

Aufgabe 6: (4 Punkte)
Berechnen Sie mit dem klassischen Runge-Kutta- Verfahren 4. Ordnung Nahrungs-
werte yi, K = 1,2 fiir die Losung des Anfangswertproblems

/

y = y*—1° y(0) = 1.

Waihlen Sie die Schrittweite A = 0.1 und z; — 0 und runden Sie auf vier Stellen.

Aufgabe 7: (4 Punkte)
Bestimmen Sie alle Runge-Kutta- Verfahren der Gestalt

0

1

5 | @21

2

3| @31 (32
by by bs

die die Ordnung 3 haben.

Aufgabe 8: (Programmieraufgabe, 8 Punkte)
Die Bahnkurve eines Satelliten, der sich im Gravitationsfeld von Erde und Mond bewegt,
wird fiir den Fall, dass die drei Himmelskorper sich in einer Ebene bewegen, durch die
Gleichungen
Yrtp =W
— 1
D Mo, (1)

" — _2/_ Je Jea
Yo Yo Y NDl ,UDz

Y7 = n1+2y—p



mit

D = ((m+p)?+42)"%

3/2
D, = ((yi—u)+42)"",
w = 0.012277471,
po= 1—pu
beschrieben. Dabei ist (y;,y») ein um den Ursprung rotierendes Koordinatensystem, in

dem sich Mond und Erde an den festen Punkten (1 — u,0) bzw. (—u, 0) befinden. Fiir
die Anfangswerte

y:(0) = 0.994,

v1(0) 0,

yQ(O) 0)

yé(O) —2.00158510637908252240537862224,

Tena = 17.0652165601579625588917206249

ergibt sich ein geschlossener sogenannter Arenstorf-Orbit, eine periodische Losung mit
der Periode z.,q. Man berechne den Orbit mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren
vierter Ordnung fiir Schrittweiten h = z.,4/6000 bzw. h = Z,q/17000 (6000 bzw. 17000
Schritte). Fithren Sie die gleiche Rechnung mit dem Euler-Verfahren mit einer Schritt-
weite h = Zepq/24000 durch, plotten und vergleichen Sie die Ergebnisse!

Hinweis:
Uberfiihren Sie (1) und (2) zunéichst in ein System 1. Ordnung.

Die Programmieraufgabe darf eine Woche spater abgegeben werden! Geben Sie dazu bit-
te einen Ausdruck des (Matlab-) Codes ab und senden Sie zudem das Programm per
email an Thren Ubungsgruppenleiter.
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Aufgabe 9: (4 Punkte)
Es sei

f(z,y) = 9(z)
Zeigen Sie, dass das klassische Runge-Kutta Verfahren fiir y'(z) = f(z, y) in diesem Fall
mit einer bekannten Integrationsformel iibereinstimmt.

Aufgabe 10: (4 Punkte)
Die skalare Gleichung

Yy =Xy

werde duch das klassische Runge-Kutta Verfahren numerisch gelost. Zeigen Sie, dass

* (RA)
y1=<2(ﬂ)

) Yo
=0

gilt.

Aufgabe 11: (4 Punkte)
Bestimmen Sie alle Runge-Kutta-Verfahren der Gestalt

0

1

5 | @21

2

3| @31 Q32
by by b

die die Ordnung 3 haben.

Aufgabe 12: (4 Punkte)
Ein s-stufiges Runge-Kutta Verfahren fiir die autonome Gleichung 3y’ = f(y) hat genau
dann die Ordnung p, wenn

fiir alle Butcher-Baume ¢ der Ordnung < p gilt.



a) Bestimmen Sie alle Butcher-Bdume der Ordnung < 3.

b) Benutzen Sie (1), um die Gleichungen herzuleiten, die von den Koeffizienten a;;
und b; erfiillt werden miissen, damit das Runge-Kutta Verfahren

0
Q21
a31 Qa32
b, by b3

die Ordnung 3 hat.

Aufgabe 13: (4 Punkte)
Die skalare Gleichung y” = f(y) wird als System

/
Z = f(y)
geschrieben und approximiert durch
1
Ykt1 = Yet+h (Zk + Zh(kl + kz)) ;
h
Zky1 — 2t Z (k1 + 3k2)
mit
kl - f(y))
krx = fly+ 2h + 1h2k
7 = Yy 5 Z 5 1] -

Zeigen Sie, das der lokale Diskretisierungsfehler fiir y O(h?) ist.

Aufgabe 14: (Bonusaufgabe 4 Punkte)
Sei a, die Anzahl der gewurzelten Baume der Ordnung g. Beweisen Sie die Gleichung

a; + axT + a3I2 + a4a:3 4+ = (1 — a:)_“l(l _ 22)—a2(1 o IS)—ag o

und bestimmen Sie die Koeffizienten a, fir ¢ =1,...,5.
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Aufgabe 15: (2 Punkte)
Beweisen Sie die Identitat

oo = g(—l)”( )

aus Lemma 7.4.1 mit Hilfe der vollstandigen Induktion.

Aufgabe 16: (4 Punkte)
Berechnen Sie fiir v < 2 die Koeffizienten 7y, der Adams-Moulton Methode.

Aufgabe 17: (4 Punkte)
Sei EF definiert durch

By, = Yrk+1

a) Zeigen Sie durch formale Rechnungen, dass

gilt.
b) Sei p ein Polynom vom Grade n. Zeigen Sie, dass
Vip(z) =0
fiir ¢ > n gilt.
c) Zeigen Sie, dass die Identitédt
p(zx + sh) = E°p(zi) = (1 — V) °p(2k)

aus Lemma 7.4.2 hergeleitet werden kann.

Aufgabe 18: (4 Punkte)
Die Methode von Quade ist definiert durch die Iterationsvorschrift

8 6h
Ynta — E(yms — Yn41) = Yn = E(fn+4 +4fni3+ 4fnt1 + fn)



Bestimmen Sie den fiihrenden Term ah” des lokalen Diskretisierungsfehlers

Tw(z,) = ah” + O(A™1).

Aufgabe 19: (Programmieraufgabe, 6 Punkte)
Benutzen Sie die Adams-Bashforth Methode

h
Ynt2 — Yn+1 — 5(3fn+1 - fn)
als Pradiktor und die Adams-Moulton Methode

h
Ynt+2 — Ynt1 = E(fn+2 + fri1)

als Korrektor, um das Anfangswertproblem

u = v
o = v(v—1)
U
mit den Anfangsdaten
u(0) = 05
v(0) = -3

fiir 0 <t <1 zu lésen. Die exakte Losung
1

u(t) = 3 (1+3e7%)
v(t) = —3e
des Problems ist bekannt. Setzen Sie fiir £ = 0, 1 die Startwerte
Upn = u(kh),
e = v(kh).

a) Berechnen Sie fiir 0 < ¢ < 1 die Losung mit einer Folge von Schritten A =
0.1, 0.05, 0.025, 0.0125,.... Iterieren Sie die Korrektor-Methode, bis die Fehler
|uffh1 —uk | < 10719, |ijth — v | < 10710 ist.

b) Bestimmen Sie die Anzahl der bendtigten Iterationen.

(oemy) ~ G

Plotten Sie den Fehler In(Ex(1)) gegen In(h), wobei Ey(1) := Ey/p ist.

c¢) Fir 0 <k < sei

Ekh

Hinweis:

Die Programmieraufgabe darf eine Woche spater abgegeben werden! Geben Sie dazu
bitte einen Ausdruck des (Matlab-) Codes ab und senden Sie zudem das Programm per
email an Thren Ubungsgruppenleiter.
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Aufgabe 20: (2+2+2 Punkte)
Fir z € R, z > 0 wird die Gamma-Funktion I'(z) wie folgt defininiert:

[e.e]

I'(z) := /e‘tt”_ldt.
0

Beweisen Sie:
a) I'(z + 1) = zI'(z) fiir z > 0.
b) I'(n+1)=n!firn=0,1,2,....
c) I'(1/2) = /7.

Aufgabe 21: (2+4 Punkte)
Es seien

Ef(z) = f(z+h)
Df(z) = f'(z).
a) Zeigen Sie mit Hilfe der Taylor-Reihe

flo+h) = @)+ L@+ 2 @)+

dass die symbolische Gleichheit
E =¢hP

gilt.

b) Die Koeffizienten v, , fiir die Riickwértsdifferentiationsformel seien wie im Skript
S. 132 gegeben. Zeigen Sie mit Hilfe von a), dass fiir v > 1

min(r,v—1)
T 1
= E —1)k
Yor ( k )( T

k=0

gilt.

Aufgabe 22: (2+2+4 Punkte)
Sei
Lu:=u™ 4 a, 1u" ™+ F i+ apu

mit ap e R, n —1 <k <0. Sei

p(A) = A"+ o AV A+ ap.



a) Sei p eine k-fache reelle Nullstelle des Polynoms p()). Zeigen Sie, dass die k£ Funk-
tionen ef, tet, ..., t*"lef* Losungen der homogenen Differentialgleichung

Lu=20
sind.

b) Sei p+ t0 mit o # 0 (und damit auch p —20) eine m-fache komplexe Nullstelle des
Polynoms p(}). Zeigen Sie, dass die 2m Funktionen

e cos(ot), te” cos(ot), ..., t™ e cos(ot),

e’ sin(ot), te” sin(ot), . .., t™ e sin(ot)
Losungen der homogenen Gleichung
Lu=20
sind.

c) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

y"' +6y +20y = 0O
y(0) 3
y'(0) = 9,

b

b
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Aufgabe 23: (2+2+2+2 Punkte)
Es sei a,, = 1 und das Polynom p()\) gegeben durch

p(A) = Z a, A,
v=0

Die m x m Matrix A sei definiert durch

= O

o

o O
|

Q QR

- o

0 . 010 —anp-s
0 . .01 —Qm—_1

p(A) habe die unterschiedlichen Nullstellen A;,..., A, der Vielfachheiten 7y,...,7, mit

n
E r; =m.
j=1

Zeigen Sie, dass das Jordan-Kéastchen J; zu A; von A die Dimension r; hat, indem Sie folgendes
beweisen und anwenden:

a) Es gilt
]61 = €1 = Aoel,
Aek:ekH:Akel, 1<k<m-1
m—1
Ae,,, = — Z ay€yy1,
v=0
wobei ey, ..., e, Basisvektoren sind.

b) Es gilt p(A)er =0 fiir 1 < k <m und p(4) = 0.
c) Ware g(A) = 0 mit

s—1
g(N) =X +> b
7=0

und s < m, dann gilt
s—1

€s+1 + ij€j+1 =0.
7=0



d) Die Jordan Kéastchen J; haben die Dimension r; x r; und die Gestalt

A1 0

J; =
1
0 A

Aufgabe 24: (2 Punkte)
z(t) sei die Losung der Anfangswertaufgabe

m—1
ZM(t)+ Y az(t) = o,
v=0

20) =z, 0<v<m, (1)

wobei die Anfangswerte z, bekannt seien und z(*)(t) = jt—u,,z(t) bezeichne. Zeigen Sie, dass
Vektoren Z(t), Zo und eine Matrix A definiert werden kdnnen, so dass die Anfangswertaufgabe
(1) wie folgt geschrieben werden kann:

Z'(t) = AZ(t),
Z(0) = Z.

Aufgabe 25: (2 Punkte)
Beweisen Sie die fiir den Beweis von Satz 7.5.4 notige Ungleichung

14z 1
<1+ 4z, o<z <.
1—=z 2

Aufgabe 26: (24244 Punkte)
Sei
Zkan + On_12p4n_1+ -+ g2k =0, k=0,1,2,... (2)

mit a; € R, 0 <7 <7 — 1 und weiterhin
p(A) = A"+ o A" o X+ ag.
a) Sei A; eine reelle Nullstelle der Vielfachheit r; des Polynoms p()). Zeigen Sie, dass
zik=Xk(k—1) - (k—s+1)

fir s = 0,1,...,7; — 1 eine Losung von (2) ist, indem Sie das Polynom A*p()) s-mal
nach A differenzieren.

b) Sei \; = z; +1y; = |A;[e’% mit y; # 0 (und damit auch X\; = z; — 4y;) eine echt
komplexe Nullstelle der Vielfachheit r; des Polynoms p()). Zeigen Sie, dass

ze = |M[Fk(k—1)---(k — s+ 1)cos(k8;),
ze = |N|Fk(k—1)---(k —s+1)sin(k6;),

fir 0 < s < r; Losungen der Gleichung (2) sind.



c) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

Zk43 — b2gyo + 10217 — 122, = 0, k=0,1,2,...
2z = 2,
z1 = 4,
zo = T.
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Aufgabe 27: (6 Punkte)
Beweisen Sie den folgenden Satz:
Satz: y € C'(a,b) sei eine Lisung der AWA

y(z) = f(=z,y(z), a<z<b, (1)
y(a) = o
€ > 0 sei etne Konstante und D := {(z,2) :a <z <b, y(z) — e < z < y(z) + €}. Es gelte

f € C(D) und f erfiille eine Lipschitz Bedingung in D. Die AWA (1) werde durch ein
konsistentes stabiles LMV approzimiert. Dann gibt es eine Konstante hg > 0, so dass

(zk,yx) € D, a<zp <,
fir h < hyg.
Hinweis: Betrachten Sie die Hilfs-AWA
Y'(z) = F(z,Y(z)), a<z<b, (2)

Y(a) = v

mit
flz,y(z) —€) fir Y <y(z)—¢,
F(z,Y)=1{ f(z,Y) fir y(z)—e<Y <y(z)+e,
f(z,y(z) +€) fir Y >y(z)+e.

Aufgabe 28: (2+1+1 Punkte)

Die AWA
y'(z) = py(z), z>0,peR (3)
y(0) = 1
werde durch die Methode
Ye+2 — Yk = 2h fr i1 (4)

gelost.

a) Zeigen Sie, dass die Losung y; von (4) die Form
e = A (h)* + B(Aa(R))*

hat, wobei

A1(h)
Aa(h)

gilt.

e*" + O(h?)
—e K L O(h?)



b) Welches A, (h) entspricht der Losung von (3) und welches ist parasitisch?

c) Wie verhalt sich die Approximation y, falls x4 eine grofie negative Zahl ist?

Aufgabe 29: (2+2+2 Punkte)

a) Zeigen Sie:
d* d*

x| = ()| (5)
b) Berechnen Sie die Konstanten Cy, ..., Cpy, fiir das LMV (p, o) mit

p(Z) = 22 - 11
o(z) = 2z
c) Die AWA

¥ (z) = ylz), z >0,
y(0) = 1

hat die Losung y(z) = e®. Zeigen Sie fiir dieses Problem, dass

&h) —o(eM)|e®*

gilt.
Die Notationen in dieser Aufgabe entsprechen denen aus Satz 7.6.1.
Aufgabe 30: (4 Punkte)
Bestimmen Sie o, in dem Mehrschrittverfahren
Yers — Yk + a(Yks2 — Yrr1) = hOB(frv2 + frr1)

so, dass die Konsistenzordnung 4 erreicht wird. Ist das entsprechende Verfahren stabil?
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Aufgabe 31: (2 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Methode
27 27

- I —_ =h
Yri3 + g Yk+2 — Ty Ykt — Yk fr+3

instabil ist, indem Sie das Polynom

)= (5 o)

mit Hilfe des Routh-Hurwitz Satzes untersuchen.

Aufgabe 32: (14+1+42+4 Punkte)
Sei (p,0) ein stabiles m-Schritt LMV der Ordnung p. Zeigen Sie (mit den Notationen aus
Satz 7.6.2):

a) $(1) =B und (1) = am
b) Co = %

C) YooliCaw = _%

Bm
d) p <m, falls £2 <0

Aufgabe 33: (Programmieraufgabe, 10 Punkte)
Das Hodgkin-Huzley-Modell ist das beriihmteste Modell zur Simulation von Nervenzellen
(Neuronen). Es wurde 1952 von Alan Lloyd Hodgkin und Andrew Fielding Huxley, urspriing-
lich zur Beschreibung der Entstehung von Aktionspotenzialen V' (kurzzeitigen, in ganz charak-
teristischen Formen ablaufende Abweichungen des Membranpotenzials einer Zelle von ihrem
Ruhemembranpotenzial) in den Nervenzellen des Tintenfisches, entwickelt. Das Modell wird
durch die Differentialgleichung
2

ZTZ =K (Z—Z + &{g;(n‘l(v — VK) + gNamSh(V - VNa) + gl(V - Vl)} (1)
beschrieben. gx und gy, sind die maximalen Leitfdhigkeiten des Kalium- und Natrium-
kanals, Vx und Vy, sind ihre festen Potenziale. G; und V; sind die Leitfihigkeit und das
Ruhepotential der Membran. Die dimensionslosen Koeffizienten n, m und h werden durch
die Differentialgleichungen

‘Z_’Z = au(V)(1 —n) — Ba(V)n, (2)
dm

= = (V)1 —m)—fu(V)m, (3)
B (V)1 h) — Ba(V)h (4)

dt



beschrieben. Dabei wurden die a; und §; von Hodgkin und Huxley durch ihre Experimente
als Naherung bestimmt. Sie lauten

V +10
e 10 —1
Bn(V) = 0.125-eso,
V 4+ 25
e 10 —1
Bm(V) = 4-eis,
|4
ap(V) = 0.07-e20,
1
(V) = —m—
e 10 +1

die Konstanten in der Differentialgleichung (1) sind durch Cp = 1, Vy, = —115, Vg = 12,
Vi = —10.613, gne = 120, gx = 36 und g; = 0.3 gegeben.

Losen Sie die Gleichungen (1) - (4) numerisch mit einem Verfahren Ihrer Wahl. Als Startwert
seien V5 = 0.1 und

i a,(0)

" T 4 (0) + Ba(0)
i am(0)
0T 3 (0) + Bm(0)
B ay(0)

-

ax(0) + Br(0)

Die Konstante K muss experimentell bestimmt werden, so dass die Lésung V(t) fiir ¢ — oo
beschrénkt bleibt.

Die Programmieraufgabe darf eine Woche spater abgegeben werden!
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Aufgabe 34: (5 Punkte)
Sei f:R xR — R?, (z,y) — (u,v) die Abbildung , welche durch

u = e®cosy
v = esiny
gegeben ist.
a) Bestimmen Sie das Bild von f.

b) Zeigen Sie, dass die Determinante der Jacobi-Matrix von f in jedem Punkt aus R? von
0 verschieden ist.

c) Zeigen Sie, dass jeder Punkt aus R? eine Umgebung hat, in der f injektiv ist, f ist
jedoch nicht injektiv auf ganz R? ist.

d) Wie sind die Bilder der Geraden z = o und y = § mit o, 8 € R unter f?

Aufgabe 35: (5 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Funktion

(3

$3u+ ou .
o yayi

16st. Dabei sei x eine beliebige differenzierbare Funktion.

die Gleichung

Aufgabe 36: (5 Punkte)

a) Eine Funktion u € C*°(R™\ {0}) heit homogen von Grade o, wenn
u(tz) = t%u(z), VzeR* #0, tcR"

gilt. Zeigen Sie: u € C*°(R™\ {0}) ist genau dann homogen vom Grade o, wenn

; z; Ou _ au
. lazi -
1=1
b) Losen Sie die Anfangswertaufgabe
ou ou
— — =0 in R?\ {0
wlawl +w28$2 o \{ },

u = f(z) auf dem Kreis um den Ursprung vom Radius 1. Setzen Sie hinreichende
Regularitat von u und f voraus.



Aufgabe 37: (5 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Losung der nicht linearen Gleichung

uz+uy:u2

mit den Anfangsdaten

T = s
Y -8
= s
entlang der Hyperbel
2’ —y? =4

unendlich wird.
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Aufgabe 38: (10 Punkte)
Gegeben sei die Warmeleitungsgleichung

2
%u(w,t) = %u(w,t) (1)

fiir 0 <z <, t > 0 mit den Rand- und Anfangsdaten

u(z,0) = ¢(z) firo<z<m, (2)
uw(0,t) = 0 fiir ¢ > 0, (3)
u(m,t) = 0 fir ¢ > 0. (4)

Dabei ist die Funktion ¢ durch

(@) = T fir 0<z<
p(z ir I<o<

gegeben. Zeigen Sie, dass die Fourier-Reihe

o0
u(z,t) = Z Apeimem’t

m=—0oQ

mit den Koeffizienten

4 0 fir m gerade,
m = 2 (—1)(m+1)/2 fiir  m ungerade

Tm?

die Gleichung (1) mit den angegebenen Rand- und Anfangsdaten (2) — (5) 10st.

Aufgabe 39: (Programmieraufgabe, 10 Punkte)
Gegeben sei wiederum die Warmeleitungsgleichung (1) fiir 0 < z < m, ¢ > 0 mit den Rand-
und Anfangsdaten (2) — (5). Die Schrittweite Az wird durch

fiir J € N definiert, so dass ein Gitter z; = jAz fiir j = 0,1, ..., J entsteht. Fiir eine gegebene
Zeitschrittweite At seit, = nAt mit n =0,1,.... Die Approximation von u(z;,%,) wird dann
mit u;‘ bezeichnet.

Berechnen Sie fiir J = 20 eine approximierte Lésung u] der Warmeleitungsgleichung mit
dem ezpliziten Verfahren

n+l . n n o _ n n
U ul uiy, 2uj+uj_1

At n Az (6)




firj=12,...,J—-1,n=0,1,..., wobei die diskreten Randbedingungen

ug = 0,

u; = 0, n=20,1,...

lauten und die Anfangsbedingung durch

u? = o(z;), j=0,1,...,J

mit ¢ aus Gleichung (5) gegeben ist. Berechnen Sie die Ldsung u? fiir die Parameterwahl
At = 3Az? und At = 3 Az? Plotten Sie die Ergebnisse jeweils fir t = 0, ¢ = 5Az?, ¢t =

10Az2, t = 15Az2 und begriinden Sie Ihre Ergebnisse!

Hinweis: Die Programmieraufgabe darf eine Woche spiter per E-mail an den Ubungsgrup-

penleiter abgegeben werden.



Probeklausur

Prof. Dr. C. W. Cryer SS 2006

Ho6here Numerische Mathematik

Aufgabe 1:
Bestimmen Sie die allgemeine Losung y = y(z) der Differentialgleichung

v +2zy =2az3y3, £ >0,acR,

indem Sie eine lineare inhomogene Differentialgleichung fiir

1
V@)= y(z)?

herleiten und diese Differenzialgleichung fiir v 16sen.
Hinweise:
1. Nehmen Sie an, dass die Konstanten so gewahlt sind, dass die Losung wohldefiniert ist.

2. Denken Sie an partielle Integration.

Aufgabe 2:
Jede Butcher Formel hat die Gestalt

gbjéj(t) - % (1)

a) Bestimmen Sie die Formel (1) fiir den Baum

t =

b) Wie viele Butcher-Baume der Ordnung < 4 gibt es? Listen Sie diese Formeln auf.

Aufgabe 3:
Sei
Zpin + On_1Zkin_1+ -+ aozr =0, k=0,1,2,... (2)

mit a; €cR,0<7<n—1.



a) Sei A eine echt komplexe Nullstelle der Vielfachheit 2 des Polynoms
P(A) == A" + o A"+ oA+ ag.
Zeigen Sie, dass es Polynome ¢,, » = 0, 1 der Ordnung r gibt, so dass
2 = |A\*|g- (k) cos(k8), r=0,1
eine Losung von (2) ist, wobei 6 konstant ist.

b) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

2pi4 — 62543+ 10240 — 6241 +92, = O
mit
20 = 6,
2] = 21,
2o = 104,
23 = 459.
Aufgabe 4:

Sei (p, o) ein lineares Mehrschrittverfahren (LMV).
a) Wie ist der Begriff der Konsistenz eines LMVs definiert?

b) Geben Sie die Bedingungen an die Koeffizienten C;, j = 0,...,p aus der Taylor-
Entwicklung des lokalen Diskretisierungsfehlers Th(Zx1mm) des LMVs (p,0) an, damit
(p,0) die Ordnung p hat.

c) Zeigen Sie, dass p(1) = 0 gilt, falls das Verfahren (p, o) konsistent ist.

d) Bestimmen Sie die Ordnung der Methode

h
Yn+2 — 2Ynt1 + Yn = 5 (frt2 — fn)

und priifen Sie nach, ob die Methode stabil ist.

Aufgabe 5:
Fir y/'(z) = f(z,y) werde das LMV

Ynt2 + 01Ynt1 + aoYn = h [bof(Tn,Yn) + 01 f(Tni1, Yny1)]
betrachtet.

a) Bestimmen Sie ag, by, b; in Abhédngigkeit von a; so, dass man ein Verfahren von min-
destens 2. Ordnung erhalt.

b) Fiir welche a;-Werte ist das gewonnene Verfahren stabil?



c) Lasst sich a; so wahlen, dass man ein stabiles Verfahren 3. Ordnung bekommt?

Aufgabe 6:
a) Gegeben sei die gewoShnliche Differentialgleichung
y ¥ (2) = 2%y (2) + 29/(2) — 3y(z) + 3

mit den Anfangswerten y"”'(1) = ¢/(1) = 2, ¥”(1) = y(1) = —1. Transformieren Sie die
Differentialgleichung auf ein System erster Ordnung. Geben Sie auch die transformierten
Anfangswerte an.

b) Gegeben sei das Anfangswertproblem

(22(2))? 1
Z'(z) = ) , 2(1) = )
z4z1(z) + 322(2) 0

mit z(z) = (21(z), z2(z))T. Berechnen Sie mit dem expliziten Euler-Verfahren und der
Schrittweite A = 0.5 eine Approximation von 2(2).

Aufgabe 7:
Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

TUU, + y2uy = u2, z,y >0

mit den Anfangsdaten u = s fiir z = 1/s, y = 2s.

Aufgabe 8:

a) Wie ist der Begriff der Stabulitdt eines Verfahrens zur numerischen Losung der Warme-
leitungsgleichung definiert?

b) Sei i2 der Raum der Gitterfunktionen v = {v,,} mit |[v||p := \/h )., [Um[*> < co. Fir
das Intervall I, = [—m/h, 7/h| bezeichne Lo(Ij) den Raum der kontinuierlichen Funktio-

nen v, die auf I; eine beschrankte Lo-Norm haben, d.h. ||v||2 =

Dann wird durch

(Fav) (§) =0(8) == —= > e ™y,
eine Abbildung von 12 nach Ly () beschrieben. Sei
(Fnv) (€) = 2h cos(hé).

Wie lautet dann die Inverse (]-"h_ 1’0)m?



Aufgabe 9:
Untersuchen Sie die Stabilitdt der Methode

1 1
A (Uk41 — Uky) = w2 (Uk—1041 — 2Ug 41 + Ut1,041),

welche die Gleichung du /0t = 8%u/0z? im Punkt (zx,t;) = (kh,lAt), k € Z, | € N approxi-
miert.

Aufgabe 10:
Die Randwertaufgabe
Uzy + Uyy + CUy = O, 0 Y <1,
u(z,0) = cos(2mz), 0<z<1,
uz(0,9) = 0, 0<y<1,
u(z,1) = z?-1, 0 <1,
wly) = 1-y, 0<y<l

soll auf einem Gitter (z;,y;) mit z; = 1h, y; = jh, h = 1/N numerisch approximiert werden.
Stellen Sie die Differenzengleichungen auf.
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